METODOS MATRICIALES

UTILIZACION :

ANALISIS DE ESTRUCTURAS MEDIANTE LA
RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

CLASIFICACION :

METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS.
( DE LA RIGIDEZ O DEL EQUILIBRIO)

METODOS
GENERALES
METODO DE LAS FUERZAS.
( DE LA FLEXIBILIDAD O DE COMPATIBILIDAD )
METODO DE LOS NUDOS.
] ( ESTRUCTURAS ARTICULADAS ISOSTATICAS)
METODOS

NO GENERALES

METODO SLOPE DEFLECTION.
( ESTRUCTURAS PLANAS DE NUDOS RIGIDOS )
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GENERALIZACION DEL METODO DE LOS NUDOS
EN ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Sea un nudo cualquiera A, cuya resultante de acciones
exteriores en el mismo designaremos por P,y unido mediante m
barras a otros tantos nudos del sistema que se esta estudiando.

El equilibrio del nudo, en el plano, exige:

m
2,4 ryxcosa, + Pxcos B, = 0

m . .
2.4 rysinag + Pxsin B, = 0
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SIMPLIFICACIONES DE LAS ECUACIONES
GENERALES DE EQUILIBRIO DE UN NUDO

12.- Pasaremos al segundo miembro las incognitas.

m
Pixcos B, = 2, - r xcosa,

. m .
Pixsin B, = 2,4 - r*sin o

2% - Como en cada barra las reacciones cambiadas de signo
coinciden con las solicitaciones tendremos finalmente:
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INTRODUCCION DEL ALGEBRA MATRICIAL

En general un sistema no homogéneo, de ecuaciones lineales
(tales como las ecuaciones de equilibrio), podra escribirse
siempre asi:

ay " Xyta, X, +...+a,, "X =C,

A "Xyt Ap Xt .. T Ay X =6

an1 .X1+an2.x2+' "+annlxn
En donde:
Los términos independientes son: ¢, ,¢C,,...C,.
Las incdgnitas son: X, , X, , ... X, .

Los coeficientes asociados a las incdgnitas del sistema de
ecuaciones presentan la forma: a ;.
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ORGANIZACION DEL SISTEMA DE ECUACIONES

Agrupando, por un lado, las solicitaciones de las barras
vector de solicitaciones y, por ofro, los
coeficiente asociados a las incognitas en la matriz de equilibrio,
tendremos:

(incognitas) en el

a, ...

Que en forma compacta escribiremos :

[c] =[a;] " [X]
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'EQUIVALENCIAS MATRICIALES ENTRE EL
ALGEBRA Y EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS

ALGEBRA ESTRUCTURAS

Vector de términos independientes. > Vector de Cargas: [P]

Vector de incognitas. = Vector de solicitaciones en
barras: [N]
Matriz de los coeficientes. o Matriz de equilibrio: [E]

* En foma compacta podemos escribir:

[P]=[E] " [N]
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Eiemplo: cercha a la espanola

Rer= 3,56 t.
ﬁlRAY=2,44 t. ——
. 4 m. 4 m P
* Desarrollando el sistema de ecuaciones:
Nudo Barra
1 2 5 6 7 8 9 AXIL (1)
0,8 N,
NZ
N,
N4
Ns
N,
N,
N,
N

0,8

-0,8

w

-0,6

-0,6
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Solicitaciones en barras

Rey = 3,56 t.

ﬁlR;tw = 2,44 t.

Rex=2t.
. 4 m. i 4 m. i

* Resolviendo el sistema de ecuaciones:

Nudo _ Barra
1 2 3 4 5 6 7 8 9 AXIL (t)

- 4,06
- 3,02
- 4,27
-5,94
2,75
3,25
-2,29
2,37
-1,66

41| 1|/08| 0|08
F 0 0| o|o06]| 1|06
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EL METODO MATRICIAL DE LOS
DESPLAZAMIENTOS.

Comparacion con el método matricial de los nudos.

* El método matricial de los nudos utiliza tan so6lo ecuaciones
de equilibrio. A efectos practicos, podriamos decir que, hasta ahora,
hemos tratado a la estructura como si estuviese formada por barras
rigidas.

* La realidad, como sabemos, es bien distinta: las barras no
son rigidas y sometidas a solicitaciones axiles se deforman,
experimentando cambios en todas sus dimensiones fisicas.

* Utilizaremos ahora un método matricial con mayores
pretensiones, que sera capaz de sumistrarnos, ademas de las
solicitaciones axiles en las barras, las deformaciones longitudinales
de las mismas, es decir, lo que alargan o acortan en su caso y
también, informarnos de cual es la posicidn final de los nudos tras
deformarse las barras.
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Planteamiento general de la estructura articulada isostatica
con comportamiento elastico lineal.

Primer grupo: © Ecuaciones de equilibrio, son las
ecuaciones con las que hemos estado trabajando hasta ahora.

[P]1 =[E] * [N]

Segundo grupo: © Ecuaciones de comportamiento del
material, en nuestro caso basadas en la ley de Hooke.

Todas las barras de la estructura se someteran a esta ley; si

designamos a una cualquiera de ellas con el subindice " |
tendremos:

1

Nj=(E*Aj/Lj) * Aj

Nj=kj* Aj
N4 K4 A,
N, Ky A,
° ® °
® ® ®
® ®
N = K - A

=
5

~
=
>

[N] = [K] * [A]
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Planteamiento general del problema (cont.)

Primer grupo: © Ecuaciones de equilibrio, son las
ecuaciones con las que hemos estado trabajando hasta ahora.

[P]1 =[E] * [N]

Segundo grupo: © Ecuaciones de comportamiento del
material, en nuestro caso basadas en la ley de Hooke.

Todas las barras de la estructura se someteran a esta ley; si
mwoon

designamos a una cualquiera de ellas con el subindice " j ",
tendremos:

[N] = [K] * [A]

Tercer grupo: @ Ecuaciones de compatibilidad de las
deformaciones, en las que impondremos que las variaciones de
las longitudes de las barras tienen que estar ligadas con los
movimientos de los nudos, para evitar que la estructura se
desmembre.

[A] = [T] * [D]

Ecuacién nueva en la que [A] es el vector de deformacion
longitudinal de las barras en ejes locales, [D] es el vector de
desplazamientos de los nudos en ejes generales y [T] es la matriz
de transformacién que hace posible el paso de ejes generales a
locales.
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Matriz de rigidez global de la estructura

Ecuaciones que intervienen:
[P] =[E] * [N]
[N] = [K] * [A]

[A]l = [T] * [D]

Si sustituimos la segunda ecuacion en la primera tendremos:

[P]1=[E] * [N]=[E] * [K] * [A]
Si sustituimos la tercera ecuacioén en la anterior tendremos:

[P1=[E] " [N] = [E] " [K] * [A] = [E] * [K] * [T] * [D]

El vector de cargas [P] es conocido.
Si el producto matricial [E] * [K] * [T] fuese conocido entonces:

El vector [D] se convierte en la primera incégnita a despejar.

Al doble producto matricial anterior lo denominaremos matriz de
rigidez global de la estructura y lo representaremos por:

‘ [Ke] = [E] * [K] " [T] I
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MATRIZ DE TRANSFORMACION DE
DESPLAZAMIENTOS

La obtencion de esta matriz de transformacion [T] podria
complicar la simplicidad del método que hemos conseguido
mantener hasta ahora, incrementando considerablemente el
tiempo de resolucion de un problema y aumentando las
posibilidades de cometer algun error.

[P] = [E] * [N]
[N] = [K] ™ [A]

[A]l = [T] * [D]

[Ke] = [E] * [K] * [T]

Adelantamos para no desanimar al oyente, que
entre la matriz de equilibrio [E] y la matriz de
transformacion [T], existe una interesantisima
relacion, ya que una es la traspuesta de la otra.
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BALANCE ENERGETICO

* La demostracion formal de lo expuesto anteriormente la
fundamentaremos en el principio de conservacion de la energia,

El trabajo realizado por una fuerza externa P que actue sola,
es igual al valor del médulo de la fuerza por el desplazamiento en
la direccién de la misma y dividido por dos.

Si designamos al nudo con el subindice " i ", el trabajo
realizado por la fuerza externa Pi que se desplaza una distancia
Di en la direccién de la fuerza Pi , viene dado por:

Wi=1/2*Pi*Di

Si en lugar de una sola fuerza, actian ahora un conjunto
finito de ellas cuyo numero designaremos por " n ", el trabajo
externo realizado por todas ellas lo obtendremos aplicando el
principio de superposicién y valdra:

W=1/2*(P,*D,+P,*D,*..+Pn*Dn)=1/2* ¥ _Pi*Di
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Balance energeético (1)

Analogamente, el trabajo realizado en una barra que
designaremos con el subindice " j ", por la fuerza interna Nj
vendra dado por:

Uj=1/2* Nj*Aj
El trabajo interno de todas las barras de la estructura, lo
obtendremos por aplicacion del principio de superposiciéon y sera:

U=12*(NfA, +NSA,+. . +N_*A_ )= 12* ¥ _Nj * A

Al estar la estructura en equilibrio, el balance energético
debe forzosamente ser nulo, es decir, debera anularse la suma
total de los trabajos externo e interno.

1/2* X Pi*Di=1/2* X _Nj * Aj

> Pi*Di= X _Nj*Aj

Matricialmente en forma compacta: [P']* [D] = [N'] * [A]
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Balance energético ()

[P']* [D] = [N * [A]

* La ecuaciones de compatibilidad de las deformaciones, han de
verificarse en cualquier estructura: [A] =[T] * [D]

Sustituyendo esta Ultima ecuacidn matricial en la anterior
tendremos:

[P']* [D] = [N *[T] * [D]

como en ambos miembros la matriz [D] siempre es la misma,
puesto que se refieren a la misma estructura, podremos escribir:

[PI] = [NI] * [T] (trasponiendo en ambos miembros)

Por aplicacién del Algebra:  © [P]=[T'7*[N]

(la traspuesta de un producto de matrices es el producto de las traspuestas en orden inverso)

como de la ecuacidn de equilibrio teniamos: [P] = [E] * [N]

Queda probado, con total generalidad, la igualdad: [E]=[T'] o lo
que es lo mismo:

[E]] = [T]
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Ejercicio: viga continua celosia

E =2 * 10° kp/cm?. A=10cm? K todas las barras = 40 t/cm.
n=>5 b=7 r=3 2*n-r= 5<b = hiperestatica

Grado hiperestatico: 2*n-r-b=2

Nudo Barmra
AXIL

Ny
A N,
N
B +3/2 0 +3/2 N,
1 -0,5 0,5 N5
C = 0 V312 5 J3121* Ng
: S

D

E
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[P] = [E] * [N] Matriz [E]

AXIL
0 05| -1 0,5 N,
B -10 V372 0 V372 N,
“ 0 1 | -05 0,5 N,
cC| -10 |= 0 |32 V312 |*| N,
E 0 4 1. | 0.5} 0.5 N,
Ng
N,
[N] = [K] * [A] Matrices [T] y [K] [A] = [T] * [D]
05 | V312 40
4 0| 1] 0 40
0,5 | V312 40
1] = A |[Kl= 40
1| 40
-0,5| V3/2 0,5 40
0,5|v3/2 -0,5 40
* Matriz derigidez global de la estructura
[Ke] = [E] * [K] * [T]
60 0 ~40 0 -10
0 60 0 0 17,321
Ke] = | -40 0 60 0 -10
( tem.) 0 0 0 60 [-17,321
10 | 17321 -10 |-17.321] 100 | |EI = 576.000 ﬂ

Tomés Cabrera (E.U.A.T.M.)



Solucién del ejercicio

1£ A
C

E =2 * 10° kp/em?.

n=5

K todas las barras =

b=7

A =10 cm?

r=5

=40 kKN/mm

40 t/em.

2*n-r= 5<b = hiperestatica

-40 0 -10 Dys

0 0 17,321 Dyg

60 0 -10 * Dyc

0 60 |[-17,321 Dye

17,321 -10 |-17,321] 100 Dy

* Los vectores [D], [A] y [ N] los obtendremos resolviendo las ecuaciones

matriciales.
[P] = [Ke] * [D]
Dyg= O
DYB == 0116
Dyc =
[D] = Dyc=-0,16 [A] =
(em.)| D= O (cm.)

[A] =[T] " [D]
A, = -0,14
A,= 0
A, =-0,14
A= 0
A= 0
A, =-0,14
A,=-0,14

IN] =
(t)

[N] = [K] " [A]

N, = -5, 774
N,= 0
N, = -5, 774
N,= 0
Ns= 0
Ng = -5, 774
N, = -5, 774
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Obtencidn directa de la matriz de rigidez global de
la estructura

Calculo de los coeficientes de la matriz de rigidez global en estructuras
articuladas:

Una regla mnemotécnica muy interesante para recordar los valores que aparecen
en la matriz de rigidez en ejes generales de una barra " j " que une dos nudos
cualesquiera de la estructura, es la siguiente: '

Desplazamiento unidad y fuerza inducida corresponden al mismo nudo

Desplazamiento en-eje X <>| Fuerzaeneje X=2Kj* cos? gj
Desplazamiento unidad en eje Y 2| FuerzaenejeY =2kj* sen® oj
Desplazamiento en un eje y fuerza en el otro =>| Fuerza = 2 kj * cos aj *sen qj

Desplazamiento unidad y fuerza inducida corresponden_a nudos distintos

Desplazamiento en gje X | Fuerzaeneje X= -k * cos? qi
Desplazamiento unidad en eje Y >| FuerzaenejeY = -Kkj ™ sen” qj
Desplazamiento en un eje y fuerza en el otro =>| Fuerza = - kj * cos qj *sen qj

Ejemplo: © 4 ©

]

|4

A ' 71 — : 71
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Ejercicio: Viga continua celosia

10 t. 1£ t.
C

E=2*108kplem?®. A= 10 cm?

n=5 b=7 r=5

K todas lgs barras = 40 tom.

2*n-r= 5<b > hiperestatica

Pbx =0 60 0 —40 0 -10 Dbx
B
Pby =-10 0 60 0 0 17,321 Dby
Pcx =0 =| —-40 0 60 0 —-10 |*| Dcx
C
Pcy =-10 0 0 0 60 -17,321 Dcy
E |Pex=0 -10 | 17,321 | -10 | -17,321 100 Dex
2 2
60:40(—1] +4o(12)+4o(3] o:{40*—§*—5]+(40*1*0)+[40*—@*1)]
2 2 2 2 2 2
1 2
0= —a00y o= an1%0) 0-af})

2 2
60 = 40(—%) + 40(—%] + 40(0)2 0=-40(+1*0) 0= _40(0)2 17,321= _40*_£*E
2 2

2 2 2
60:40(1)2+40(—%] +4o(%) 0=(40*0*1)+(40*%*_§]+[40*—5*—§] 40:-40(-%]

2

2 2
60:40(0)2 +40{—73] +40(—§] _17,321:_40*@*3
2 2

2 2 1Y 1Y
100=40(-1)" +40(1)" +40 - +40 >
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El METODO MATRICIAL FRENTE A LOS METODOS
TRADICIONALES. (ventajas)

12/ Mediante este método podemos calcular las solicitaciones
en todas las barras, en cualquier estructura articulada plana que
sea isostatica. El método no hace distingo entre estructuras
simples, compuestas o complejas.

A A R

Compuesta Compleja

22/ También puede resolver aquellas estructuras que sean
hiperestaticas externas, pero que tratadas como un todo, resulten
isostaticas, por ejemplo, cuando se elimina una barra (ligadura
interna) y se le afnade una ligadura externa.

barra que se elimina (---) arco de tres articulaciones

32/ Otra ventaja afadida es la facilidad con que se manejan
diferente hipotesis de carga sobre la misma estructura, mientras en
los métodos tradicionales es preciso volver a empezar de nuevo
todos los calculos. En este método es suficiente con reajustar el
vector de cargas.
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Ventajas continuacion

43/ Todas las estructuras que sean geométricamente
semejantes tienen la misma matriz de equilibrio. Por ello la matriz
de equilibrio permanecera inmutable.

53/ La aplicacién inmediata de éste método radica, en la gran
difusién que ha alcanzado el uso de las calculadoras programables
de bolsillo en el ambito universitario, ya que todas estas
maquinitas traen incorporado en su Hardware, aplicaciones
especificas para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
y operaciones con matrices. En este sentido, se pueden analizar
pequefnas estructuras con un numero de barras limitado a fines
didacticas.

62/ Deliberadamente, se ha reservado para el final una de las
mas interesantes y basada, como otras veces, en la disciplina de
Algebra. Solamente aquellos sistemas de ecuaciones que tienen
solucién unica poseen la propiedad de que el determinante de la
matriz de los coeficientes sea distinto de cero.

ap— K& 5
- 9
5 A A

Ejemplos clasicos de configuraciones criticas
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Inconvenientes del método matricial

* Frente a la anterior media docena de evidentes ventajas,
hemos de afrontar también algun inconveniente. No debemos
olvidar que a nivel pedagogico el aprendizaje exige participacion
por parte del discente. En este sentido los métodos tradicionales
como el de MAXWELL-CREMONA o el de RITTER , requieren del
alumno reflexion e interés, dicho de otra manera, actividad . Por
ello, una vez aprendidos no se olvidan nunca, al menos en lo
esencial y basico.

Por contra, los métodos matriciales requieren poco esfuerzo,
se aprenden facil y rapidamente, por lo que invita al alumno a
comprender unicamente la parte mecanica y automatica del
proceso de obtencion de la matriz de equilibrio.

Por ello y recordando que lo que facilmente se aprende, mas
facilmente se olvida, creo con firmeza que este método a pesar de
sus muchos atractivos, no debe hacer de menos, dar de lado, ni
mucho menos sustituir a los métodos clasicos. Muy al contrario,
debe de servir, en todo caso, para completarlos y para dotar al
universitario, futuro profesional, de una herramienta moderna,
atractiva y potente de calculo, a la vez que ayuda a fomentar la
interdisciplinariedad, dando contenido practico a los temas tedricos
matriciales aprendidos, con tanto esfuerzo, en la disciplina de
Algebra.
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